ZMIENNA LOSOWA | JEJ PARAMETRY-powtorzenie

(Q, S, 9 —przestrzen probabilistyczna
(matematyczny model zjawiska losowego),

Q — zbior wszystkich zdaraeslementarnych,

S — zbior zdarze, (podzbiory zbior®2, (dokladnies — ciato podzbiorow)),

P — prawdopodobigstwo (funkcja przypordkowujaca zdarzeniom szagigch zagcia).
P:S- R

Zmienna losowa X nazywamy funkej (borelowslg czyli praktycznie kada) przyporzdkowujgca
zdarzeniom elementarnym liczby rzeczywiste.

X: QM - R

Dystrybuantg zmiennej losoweK nazywamy funkej F: R - R okreslong wzorem:
F(x) = P(X< X = B((-, %)

Wiasnosci dystrybuanty:

a) F jest funkcj niemalejca,

b) F jest funkcy lewostronnie eigta,

c) F(=0) =0; F(x)=1,

d) dystrybuanta zmiennej losowej wyznacza jednoznagefirozkiad,

e) Plas X<bh=HB-H9;, ab

iy P(X=a = Fa)- H9; gdzie Hd) oznacza granic
prawostronn, (jesli a jest punktem gigtosci dystrybuanty ta?(X=a) = 0).

Zmienna losowa jestkokowa (dyskretna) jesli zbidr wszystkich jej wart@i jest skaczony lub
przeliczalny.
Rozktad zmiennej losowej skokowejesto okrdlamy za pomog funkcji prawdopodobienstwa:

P(X=X%)= R
(Whasngié: Z P =1 p>0)
K

Liczby px nazywamyskokami, a wartdci x, punktami skokowymi.

Zmienna losow& o dystrybuancié jestciagta jesli jej dystrybuanta da siprzedstawd w postaci

F(X) = j f(hdt xOR

gdzief jest funkch spetniagcag warunki:

f(x)=20, xOR ]'of(t)dtzl

—00

i nazywamy § gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.



Wiasnosci zmiennej losowej cagtej:
a

a) P(X<@=[f(ydx= K3,

00

b) Pa< X <b)=P(a< X <b) = P(a< X <b) =
=P(a< X <b) :T f (x)dx= F (b) - F (a)

c) P(X=4a) =0, dla dowolnegoall R (brak punktéw skokowych),

d) F jest funkcj ciagta i prawie wszdzie r@niczkowalmy F'(X) = f(X) (réwnacs¢ zachodzi dla
punktow ciaglosci gestasci). Wyznaczajc gestasé przez raniczkowanie dystrybuanty, w punktach
w ktérych F nie jest rtniczkowalna mena przyjcé, ze gstas¢ jest rowna zero.

Wtasndaci rozktadu zmiennej losowej ¢zto charakteryzujemy j@arametrami.
Jednym z podstawowych parametréw jest wartazekiwana.

Wartos¢ oczekiwana.Oznaczeni€&X lub m.

Dla zmiennej losowej skokowej

EX=2 %P
i
(jesli ewentualny szereg jest zbigy bezwzgtdnie, takie szeregias"odporne" np. na zmiagn

kolejnasci wyrazéw).
Dla zmiennej losowej gote]

EX:TXf(x) dx

(jesli ewentualna catka niewdaiwa jest zbiena bezwzgldnie).

Przyktad

Dla zmiennej losowej o funkcji prawdopodoiséva
Xk -1 2 3
Pk 0,2 0,6 0,2

EX=-1102+2[06+3[02=16.
Przyktad
Dla zmiennej losowej oggtaici
2x  x0O<01>
f(x) = {
0 x0O<01>

1 2

0 3

1 1 3
EX = [ x2xdx=2[ % A= 2%
0 0 3

Wiasnaosci wartosci oczekiwanej

a) Ec =c; c- stala,

b) E(aX) = aE(X),

c) E(X +Y) = EX + EY,

d) Jelli a< X <b,toa<EX<b,jeli X<Y,to EXZEY,



e) EX<E[X|, |[EX|< E[X|
f) X, Y= niezalene, toE(XY) = EXEY.
Miara rozrzutu wartéci zmiennej losowej jest wariancja.
Wariancja. Oznaczeni®?®X lub .
DX = E(X — EX?
Dla zmiennej losowej skokowej DZX =) (% - EX)? p

Dla zmiennej losowej agjlej D*X = J-(x— EX)? f( ¥ dx

Wiasnaosci wariancji

a) D°c=0; c- stala,

b) D*aX) = a® D*(X),

c) D*(X + b) =D?X, b — stala,

d) X, Y= niezaléne, toD¥X + Y) = D?X + D?Y
e) DX = E(X®) - (EX)°.

Uzasadnienie e)

DX = E(X — EX?= E(X? — 2XEX +(EX)?) = EX? — 2EXEX HEX)?=
= E(X%) - EX>

Jeli rozrzut wartéci zmiennej losowej chcemy (np. z powodu intermmjetav zastosowaniach)
mierzy¢ w tych samych jednostkach co X to stosujemy odatigl standardowe.

Odchylenie standardowe Oznaczeni®X lub o.

DX =+/ D?X

Podstawowe rozkiady.

Rozktad dwupunktowy (zerojedynkowy)
Niech p[J(0, 1) bedzie ustalon liczbg. Okreilamy:
P(X=0)=q, AX=1) =p; gdzieg=1-p.
Rozkiad ten jest wykorzystywany w statystycznejtkoln jakosci. Mozna np. przyj¢, ze X = 0 gdy
wyrdb dobry X = 1 gdy wyrdb jest wadliwy, wtedy= P(X = 1) traktujemy jako wadlin& wyrobu.

Rozktad dwumianowy
Dla danychp (0, 1), nON okrelamy funkcg prawdopodobikstwa

P(X=K = (D p“gmk gdzieq=1-p

k=0,1,2, ..n
Zauwamy, ze gdyn = 1 to rozktad dwumianowy jest rozktadem zerojdaymym.

J&li przyjmiemy, ze n oznacza liczbniezalenych déwiadcze z ktorych kade kaczy sk jednym
z dwodch wynikow: ,sukcesem" (z prawdopodatsitvem p w kadym déwiadczeniu) lub ,porzka”
i zmienna losow& oznacza liczb ,sukcesow” to powyszy wzér wyznaczarawdopodobienstwo
uzyskania doktadniek sukcesow wn doswiadczeniach(prébach).



Rozktad Poissona

Dla A > 0 okrélamy funkcg prawdopodobiistwa
k

AT -
P(X =k = & k=012 .
(wartasci tych prawdopodobiestw zawiera tablic.:a rozktadu Poissona)
Rozktad Poissona (natwos¢ odczytu w tablicy) mee dla daych n (praktycznien = 30) i matychp
(praktyczniep < 0,2) przyblia¢ rozktad dwumianowy (przybienie Poissona)

Nk -k A -A ;
=—e dzie A =n
(ka q K g [p

Rozktady ciagte

Rozktad jednostajny
Rozktad ktorego gptas¢ jest stata w pewnym przedziale nazywgegnostajnym.

1 .
Gestas¢ rozktadu jednostajnego w (a, B)(x) = m x(a b
0 xUO(a b
Poniewa gestas¢ ta ma é symetrii w punkcie x = (a + b)/2 to
EX = (a+b)/2

D2X = (b — §2/12

Rozktad wyktadniczy

Rozkiad ten wyspuje czsto w zagadnieniach rozktadu czaswaday zgtoszeniami (awariami) lub
czasu oczekiwania na obstugy systemach kolejkowych.

Gestas¢ rozktadu wyktadniczego o parametrze a > 0 ma posta

F(x) = ae x>0
0 Xx<0

dystrybuamg tego rozktadu jest funkcja

F(x) = 1-e x>0
0 x<0

(uzasadnienie: F'(x) = f(x))

Wiasnos¢.

1) Jsli liczba zgtoszé w systemie kolejkowym w przedziale czasu (t, t)+na rozktad Poissona o
parametrze AT, oraz liczby zgtosze przychodzce w rozicznych przedziatach czasw s
niezalene to czas X mgdzy kolejnymi zgtoszeniami ma rozkiad wyktadniczyparametrze a =
1/A.

2) Dla dowolnych t, T > 0 mamy

P(X 2t+T|X 2t)=P(X >T) (whasnd¢ braku pamci)



Uzasadnienie.
P(X > t+T X >t)= P(X=t+TCX=t) _P(X2t+T)

P(X 2t) P(X 2t)

—(t+T)a
e “Ta _
=== —eT=pP(X2T)
Jest to jedyny rozkiad amty o tej wiasnéci.

Dyskretnym odpowiednikiem rozktadu wykladniczegst jeozktad geometryczny.

Rozktad normalny
Dla mOR, o0(0, +x)

Okreslamy gstas¢ rozktadu

_ (x~m 2
2
f(x)= 1 e 20 xOR
ovN2m
Wartcici dystrybuanty dla argumentéw ujemnych wyznaczaapodstawie zahaosci
A-X) =1-Ax)

Uwaga
J&li X ma rozktadN(m, 0) to zmienna losowa = (X — n)/oma rozkfad\(0, 1)
(takie przeksztalcenie nazywarstandaryzacj).

ROZKELAD ZMIENNEJ LOSOWEJ N WYMIAROWELJ.
CIAGI LOSOWE
(Q, S, P) - ustalona przestragrobabilistyczna.
X = (Xq, Xz, ..., X)) - zmienna losowa n - wymiarowa (wektor losowigg losowy).
X:Q - R" (funkcja borelowska)
Py :B(R“) - [0, 1] - rozkiad zmiennej losowej X.

Dystrybuanta

F(x, ...X,)= P(Xl <X, X, < xn)
X nazywamyzmienng losowg skokowa jesli jej zbior wartaci jest skaczony lub
przeliczalny.

X nazywamyzmienng losowg ciagta jesli jej dystrybuanta da siprzedstawd w postaci
X Xy

F(% o) = [ [ fy, ou,)du,..du,

dla pewnej nieujemnej funkcji f zwanejicscia.

Uwaga.
1. W punktach cigtosci funkcji f zachodzi:
OVF (X, X,
(% )21 0x, )
0X, ..0X,



2. Dla AOB(R") mamy PX(A)=“...jf(x1, X, ). dX .

Funkcja charakterystycznazmiennej losowej n - wymiarowej.
1) = h(t,, -t,) = E[€” )= Elexp(t. X, +..+,X,)).

Rozktady warunkowe.
Jeli B, (X =%, ... X, =%) >0 torozktad zmiennej losowej skokowej (n - k)

wymiarowej okrélonej wzorem:

P (X, =%y, <Xy =%y)

P(Xk+1:Xk+l,j’ "'!anxnjlxllej’ ...,szxkj):P (X %, X :X)
1.k (A jr o N i

nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej Ioso(\kéiﬂ, ...,Xn) pod warunkiemze
(Xl =Xy e Xy = xkj).

wzorem:

f(X, X))

f(X, —0X)

nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej Ioso(\kéiﬂ, ...,Xn) pod warunkiemze

(X, =%, 0X, =%).

F(Kas oo Xy [ X X)) =

Niezaleznosé zmiennych losowych.
Zmienne losowe X Xa, ..., X, S3 niezalene j&li
F(X, X)) =F(x)F,(x)...F,(x,) dladowolnych x x,, ..., % O R".

gdzie K- dystrybuanty rozktadow brzegowych jednowymiarotvy
Dla zmiennych losowych skokowych odpowiedni warunmek posté:
P(Xl = le ! ""Xn = an) = Pl(xl = Xl])EIEPn(Xn = an)

dla dowolnychx,;, ...,.x,; OR"

Dla zmiennych losowych ggtych odpowiedni warunek ma poéta
FOx, o)) = £0¢) T, (6).- L (X,)
dla dowolnych ¥, X, ..., % O R"

Parametry (mog nie istni€ )
Wartos¢ oczekiwanaE(X) =[EX,, EX,, ...,EX,].

Wariancja ~ D?(X) =|D?X,, D?X,, ...,D?X,|.

Moment (zwyczajny) rzdu h + I, + ...+ |,
M, = E(Xilx';...x;n),

Moment centralny rzedu b + I+ ...+ |
t . =Elx, —Ex, ) {x, -EX,)")



Macierz kowariancji K = [k;], gdzie
k, =cov(X;,X,) =E[(X, —EX X, —EX; )= E(x;X,)-E(X,)E(X,)

Uwaga ki = D’X;, jest wariangji - tej sktadowe;.

Macierz K jest kwadratowa, symetryczna i stabo doideokreslona ( w szczegolrigi ma
wyznacznik nieujemny).

cov(X;, X;) _

Macierz korelacji R = [pj], gdzie p; = X TOx
i j

Uwaga p; = 1.

Wielowymiarowy rozktad Bernoulliego.

Dla danych KI N, p = [, p, ... takiegoze 0y p, <1 oraz

i=1

I =iq, I, ...,in]T gdziejU {0, 1, ..., n}zn“ij <k okreslamy

=1

— i\ — k! o M in
PX=1)= il 1o i

gdzie p0=1—Zn: P ; o =k=>i;.

Przyktad.

Badanie systemu telekomunikacyjnego polega na tieloych prébach
uzyskania pajczenia. Rozpatrujemy trzy miove wyniki kazdego padczenia:
- Ay - polaczenie bez zaktode

- A; - polaczenie z zaktdceniami,

- A, - brak pojczenia.

Wiadomo,ze P(A) = 0,7; P(A) =0,2; P(A) =0,1.

Wykonano 50 prélakznaici, obliczy¢e prawdopodobigstwo tegoze w tych
prébach co najwiej raz nie uzyskamy padzenia i co najwiej raz uzyskamy
pofaczenie z zakiéceniami.

X - liczba préb z brakiemgéznaci,



Y - liczba prob z pajczeniami z zakidéceniami.

P(X =iY=j)=—20 _g7%-igoi0y gdziei,j=0, 1, ..., 50; i +g 50.
irj!Go-i-j

Zatem
P(X<LY<D=P(X=0Y=0)+P(X =0,Y=D+P(X =LY =0)+P(X =LY =1) =
0,7*° +50[D1[D,7*° +50[02[0,7* +50[49[D1[D2[D,7* = 0,0000022

Wielowymiarowy rozktad wielomianowy.

Je&ili w definicji rozktadu Bernoulliego mamy, = O ,Zn:ij =k to otrzymany

=1

rozktad nazywamy rozktadem wielomianowym.

Wielowymiarowy rozktad Poissona.
Dla danegd\ = [Ay, A, ..., A" oraz
i =i, iz, ....h] ' gdzie jO{0, 1, ..., n} okrdlamy

/1il ir? _ n
P(X=1i)= i_lllm"g‘iTe o gdzie Ao =iZ=1]/h

Rozktad normalny n - wymiarowy.
K - macierz kowariancyjna, niech de#0.
Zmienna losowa n - wymiarowa ma rozktad normalrywymiarowy gdy

gestas¢ tej zmiennej losowej wyta st wzorem:

Ju

0= F(kerek) = s —%zn]jk(xj —m)(%, —mk)j:

_ Y] L T -
_(27T)n/2 exp( E(X m)" L(x m)j

gdzie
m=E(X,))dlai=1,2,..,n
L=[lx] j, k=1, 2,...,n jest macieypdwrotry do K.



Dla n = 2 warunek |K& O jest rownowzny warunkowip? # 1.

2
Poniewa macierz K ma wtedy posi& :{ 9P 0—10—2} to

2
P00, 0,

— 1 U’f ~pPO.0,

L= 2_2m_ A2y _ 2
o;0,(1-p°)| - po,o, o;

Zatem gstas¢ rozkladu normalnego 2-wymiarowego N(my, 01, 05, P)

mozna zapisé nastpujaco:

2 2
foy) =L expl- {(X-r}) _zp(x-m)(y-mz)J,(y-Tz)}
210, 0,/1- p* 2(1—[) ) g, 0,0, o,
Powyzsza funkcja gstasci ma stad wartas¢ f(x, y) = h na elipsie:
beom)® ppleemlly=m,)  (y=m)
al 0102 02

= const= A?

o srodku w punkcie (m m).

gdzie 4> = —2(1— ,02)|n(h27201 0,+/1- p° )

Dla p # 0 osie gidbwne majréwnania:
2p0,0,

P o

oy -0, 4|0

(x-m,)

2
- o) +4p*aia?

Dla p = 0 osie rozpatrywanej elipsy sbwnolegte do osi uktadu wspddnych.

Zauwamy, ze gdyp® - 1 to jedna 6 sic wydtuza, a druga skraca, zafesé

migdzy zmiennymi staje sicisle liniowa.

Osie powyszej elipsy tworz z osg OX katy a i a + 172 gdzie

2p0,0,

2

tg2a = >
0, —0,

Funkcja charakterystyczna:



P(t) = exp{imTt —%tTKtj
gdyn=2to

p(t,.t,) = exp(i (t,m, +t,m,)- % (072 + 200,041, + 0212 )j

Twierdzenie.

Dowolny rozktad brzegowy normalnego rozktadu n-wgrowego jest
rozktadem normalnym.

Twierdzenie.

Je&ili skladowe normalnego rozktadu n-wymiaroweggarami nieskorelowane

to 3 niezalene.

Zbieznos¢ ciagbw losowych

Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych z prawdopodobiestwem 1 (prawie napewno)
Ciag zmiennych losowychX() jest zbieny do zmiennej losowej X z prawdopodailsvem
1 jesli

Pl : lim X, (&) = X (@)}]=1

Sredniokwadratowa zbiezno$¢ ciagu zmiennych losowych
Ciag zmiennych losowychX) jestsredniokwadratowo zbigmy do zmiennej losowej X &

iim E(x, - x[?)=0

n-oo
Rozpatrugc ten rodzaj zbinosci zaktadamyze dla wys¢pujacych tu zmiennych losowych
(Xn), X istnieje skaczony moment rdu 2.

Niekiedy stosuje gizapisl.i.m. X, = X (skrot od ,limitin mean”).

Stochastyczna zbignosé ciggu zmiennych losowych
Ciag zmiennych losowychX) jest stochastycznie (wg prawdopodadisisva) zbieny do
zmiennej losowej X jdi

L iimP(X, - X|<¢)=1

e0 noow

lub rownowanie
[ 1imP(X, - X|2¢£)=0

&0 noow

10



Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych wg dystrybuant (wg rozktadu)

Ciag zmiennych losowychX) jest zbigny do zmiennej losowej X wg dystrybuanéljeciag
ich dystrybuant fjest zbigny do dystrybuanty F w kdym punkcie jej cigtosci (F jest
dystrybuarg zmiennej losowej X).

Zaleznosci miedzy zbienaosciami.

ZBIEZNOSC Z ZBIEZNOSC
PRAWDOPODOBIENSTWEM 1 SREDNIOKWADRATOWA
% ZBIEZNOSC @
STOCHASTYCZNA

4_ zbieznosé do statej
: (tzn. gdy granica ma rozkitad
jednopunktowy)

ZBIEZNOSC WG
DYSTRYBUANT

Przyktfad.
Rozpatrzmy cig zmiennych losowych skokowych oki@nych na przedziale [0, 1)
W nastpujacy sposob

1 qgdy a)D{k;mj
X, (@)= n n
kn
0 gdy wO[0]) —[k;kﬂ'}
n n
P(Xyy =1 = P(X,, =0) =1-~
n n
Ciag Xo1, Xo2, X12, Xo3, X13, X23, «e:.. jest zbimy stochastycznie do zera bo
. 1
1 limP(x,|2&)=lim==0
0<e<l n-oo n-o N

Natomiast cig ten nie jest zbiay w zadnym punkcie przedziale [0, 1) bowiem dladego
ustalonego punktu otrzymujemy roziig ciag zer i jedynek (zera i jedynki wygtuja na
dowolnie dalekich miejscach).

Przyktfad.
Ciag zmiennych losowych Xciagtych o rozktadach jednostajnych na przedziatdgHAn)
jest zbieny do rozktadu jednopunktowego X(X =0) =1) wg dystrybuant.

Uwaga.
Punktowa granica ggu dystrybuant nie musi byystrybuan.

11



Jeli  cigg funkcji charakterystycznych odpowiagiaych rozpatrywanemu agowi
dystrybuant jest punktowo zliey do funkcji ciagtej to granica tych dystrybuant jest
dystrybuan.

ZADANIA
Zadanie 1.
Dystrybuanta zmiennej losowej (X, Y) wymast wzorem:
-e*-e’+e? > >
F(x) :{10 S jllj i)r(my(z’h{(,yo
Wyznacz gstai¢ tej zmiennej losowe).
Zadanie 2.
Wyznaczy wartag¢ parametru ¢ aby funkcja

f(x,y):{c dla |><]s 2,lyl<2

0 dla innych x,y

byta ggstascig prawdopodobigstwa pewnej zmiennej losowej dwuwymiarowe;.
Oblicza) P(X<-1,Y>1), b) P(X>0,Y >,0) c) P(X<Y).

Wyznacz dystrybuanttej zmiennej losowej.

Wyznacz wektor wartei oczekiwanych tej zmiennej losowe.

Wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacjizejiennej losowe;j.

Czy X, Y g niezalene?

Zadanie 3.
Wyznaczy wartg¢ parametru ¢ aby funkcja

c dla|X<1|y|<2|4<3

f(x,y,2)= .
(xy.2) {O dla innych x,y,z

byla gzstascig prawdopodobigstwa pewnej zmiennej losowej trojwymiarowe.
Oblicza) P(Y>1), b) P(X>0,Y>0,Z>0)c) P(X<2Y).
Wyznacz wektor wartei oczekiwanych tej zmiennej losowe.

Wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacjizejiennej losowej.

Zadanie 4.
. 2 -1 _ . o
Wykaz&, ze macier 11 jest macierz kowariancji.

Zapisz odpowiadafa jej macierz korelacji R.

12



Zadanie 5.

21 2
Sprawd, ze macierz 1 3 2| nie mae by maciera kowarianciji.
2 21

Zadanie 6

Wyznaczy E(X,), cov(n,m),D? (X,), dla chgu losowego X= An+B, gdzieA, B to zmienne
losowe o parametrackA= 1;EB=-1,D’°A=2,D°B=3,p = -0,5.

Zadanie 7

Wyznaczy E(X,), cov(n,m),D? (X,), dla chgu losowego X = Acos(n+B), gdzieA, B to
niezalene zmienne losowe o jednostajnym rozktadzie w mizdel [, ).

Zadanie 8

Wykaz&, ze chg zmiennych losowych

> (X, -m)

Y:i:1

n
jest zbieny stochastycznie do zera.
Zakladamy, ze  zmienne losowe 3s niezalene o takim samym  rozkladzie
i skonczonych momentachg¢du 2.

(Wsk. Wykazé zbieznos¢ sredniokwadratow)

Zadanie 9
Sprawd, ze punktowa granicaggu dystrybuant
0 gdy x<-n
F.(X) = xrn gdy-n<x<n
2n
1 gdy x>n

jest funkcp ktoéra nie jest dystrybuant

L.Kowalski9.10.2009
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